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1. Introduction
Soit G un groupe de Lie complexe connexe simplement connexe et
L une forme réelle de G. On considère un domaine Ω ⊂ G invariant
par l’action à gauche de L sur G. Dans le cas où G est abélien, des
théorèmes classiques sur des domaines tubes et de Reinhardt caractérisent
géométriquement quand un domaine invariant est de Stein.
Dans [14], O.S. Rothaus a commencé l’étude du cas non-abélien. Il
suppose que G est un groupe de Lie complexe réductif et K ⊂G est une
forme réelle compacte et démontre qu’un domaine de Stein K-invariant
(à gauche) Ω ⊂ G admet un quotient géodésiquement convexe dans
K\G.
J.J. Loeb [10] donne ensuite un exemple qui montre que la condition
de convexité géodésique du quotient de Ω n’est pas suffisante, pour que
Ω soit de Stein.
Dans [3], G. Fels caractérise enfin les domaines K-invariants de Stein
Ω ⊂G dans un groupe complexe réductif par une condition de géométrie
différentielle sur le bord ∂Ω .
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D’autres résultats concernant des domaines et des fonctions stricte-
ment plurisousharmoniques K-invariants dans les groupes de Lie com-
plexes réductifs se trouvent dans [1,4,7,11] et leurs références. Pour les
cas nilpotent et résoluble voir [6,11].
Le but de ce papier est de construire une classe particulière de
domaines K-invariants dans un groupe de Lie complexe semi-simple.
Soit S un tel groupe de Lie, K un sous-groupe maximal compact
de S et D un sous-groupe de Cartan de S. On considère la variété
complexe homogène X = S/D, qui est d’après un théorème classique
de Y. Matsushima [12] une variété de Stein. Pour un point x ∈ X, la K-
orbite K(x) ⊂ X est une sous-variété Cauchy–Riemann (CR) compacte
génératrice. La structure de Cauchy–Riemann de K(x) dépend du point
choisi x ∈X. Nous étudions l’enveloppe holomorphiquement convexe
K̂(x) := {y ∈X | ∀f ∈O(X), ∣∣f (y)∣∣6max
K(x)
|f |}
de K(x) et montrons le théorème suivant.
THÉORÈME 1.1. – Soit U l’ensemble des x ∈ X tels que l’intérieur
Ω(x) de l’enveloppe holomorphiquement convexe K̂(x) soit non-vide.
Alors :
1◦ U est un ouvert dense de X.
2◦ si x ∈ U , l’ouvert Ω(x) est connexe, de Stein et l’adhérence Ω(x)
est égale à K̂(x).
3◦ pour tout x ∈ X, l’enveloppe K̂(x) contient l’unique K-orbite
totalement réelle, qui est holomorphiquement convexe.
Afin de démontrer ce résultat nous donnons dans la première section
plusieurs caractérisations équivalentes d’une variété Cauchy–Riemann
homogène sous l’action d’un groupe de Lie réel. Il se trouve que
les structures CR invariantes sur une variété homogène G/H sont en
correspondance biunivoque avec les sous-algèbres de Lie complexes de
l’algèbre de Lie de G complexifiée satisfaisant à certaines conditions.
Ensuite, nous rappelons des résultats généraux sur les variétés CR
plongées dans une variété complexe, en particulier le théorème de
A. Tumanov [17].
La troisième section est consacrée à l’étude des enveloppes holomor-
phiquement convexes et à la démonstration du résultat principal. Dans le
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cas où S = SL(n,C), quelques résultats partiels avaient été démontrés
par le second auteur (voir [15]) en utilisant des méthodes différentes.
2. Variétés Cauchy–Riemann homogènes et extension des fonctions
CR
Soit G un groupe de Lie réel, H ⊂ G un sous-groupe fermé de G et
M =G/H la variété homogène associée à H et G. Le groupe G agit sur
M par multiplication à gauche et pour g ∈G, on note λg l’application :
M → M , m 7→ gm. Soit n la dimension réelle de M et TM ⊗ C la
complexification du fibré tangent réel de M .
DÉFINITION 2.1. – Un sous-fibré vectoriel complexe Q⊂ TM⊗C de
rang k est appelé structure Cauchy–Riemann (CR) invariante sur M de
type (n, k) si les conditions suivantes sont satisfaites :
(1) Q est involutif, c’est-à-dire [X,Y ] ∈ Γ (M,Q) pour tous X,Y ∈
Γ (M,Q) ;
(2) Qm ∩ Qm = 0 pour tout m de M (ici Xm⊗ λ = Xm ⊗ λ¯ pour
Xm ∈ TmM , λ ∈C) ;
(3) dλg(Qm) =Qλg(m) pour tout g de G, où la différentielle dλg au
point m est prolongée naturellement aux complexifiés :
TmM ⊗C→ Tλg(m)M ⊗C.
Le couple (M =G/H,Q) est alors appelé variété CR homogène de type
(n, k).
Les propriétés (1) et (2) définissent une structure CR sur M ; la
propriété (3) donne l’invariance de cette structure par l’action du groupe
G.
LEMME 2.1. – La donnée d’une structure CR invariante Q de type
(n, k) sur la variété homogène M = G/H est équivalente à la donnée
d’une paire (R,J ) où R est un sous-fibré réel de TM de rang 2k et
J :R→R est un morphisme de fibré vérifiant :
(1′) [X,Y ] − [JX,JY ] ∈ Γ (M,R) et J ([X,Y ] − [JX,JY ]) − [X,
JY ] − [JX,Y ] = 0 pour tous X,Y ∈ Γ (M,R) ;
(2′) J 2 =−IdR ;
(3′) dλg(Rm)=Rλg(m) et dλg ◦ Jm = Jλg(m) ◦ dλg pour tout g de G.
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Démonstration. – Etant donné (R,J ), on pose
Qm = {Xm − iJmXm | Xm ∈Rm}
pour chaque m de M ; réciproquement, étant donné Q, on pose
Rm = {X′m +X′m |X′m ∈Qm}=<e(Qm)
et
Jm
(
X′m +X′m
)= i(X′m −X′m )
et on montre facilement les équivalences. 2
Notons maintenant g (resp. h) l’algèbre de Lie de G (resp. de H ). Le
résultat suivant permet d’utiliser les propriétés des algèbres de Lie pour
étudier des variétés CR homogènes.
LEMME 2.2. – Les structures CR invariantes Q sur M = G/H sont
en correspondance biunivoque avec les sous-algèbres de Lie complexes j
de g⊗C telles que :
(i) j∩ j¯= h⊗C ;
(ii) Adh(j)= j pour tout h ∈H (Adh :g→ g étant prolongée naturel-
lement sur g⊗C).
Avant de démontrer ce lemme nous citons le résultat suivant :
LEMME 2.3 ([13]). – Les structures CR invariantes (R,J ) sur M =
G/H sont en correspondance biunivoque avec les paires (R˜, J˜ ), où R˜
est un sous-espace vectoriel de g contenant h et J˜ est un endomorphisme
de fibrés
J˜ : R˜→ R˜
vérifiant :
(i′) J˜X = 0 si et seulement si X ∈ h ;
(ii′) J˜ 2X+X ∈ h pour tout X ∈ R˜ ;
(iii′) Adh(R˜)⊂ R˜ et Adh J˜X− J˜ Adh X ∈ h pour tout h ∈H , X ∈ R˜ ;
(iv′) [X,Y ] − [J˜X, J˜Y ] ∈ R˜ et J˜ ([X,Y ] − [J˜X, J˜Y ]) − [X, J˜Y ] −
[J˜X,Y ] ∈ h pour tous X,Y ∈ R˜.
Deux structures (R˜, J˜ ) et (R˜′, J˜ ′) sont identifiées si R˜ = R˜′ et J˜X −
J˜ ′X ∈ h pour tout X ∈ R˜.
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L’équivalence entre ces deux derniers lemmes se montre comme suit :
(a) étant donné (R˜, J˜ ), on pose j = {1/2(X − iJ˜X) | X ∈ R˜} + (h⊗
C) ;
(b) réciproquement, étant donné j, on pose R˜ = {X′ +X′ | X′ ∈ j} =
<e(j). On choisit ensuite un sous-espace vectoriel V supplémen-
taire de h dans R˜, c.a.d. R˜ = V ⊕ h. Soit prV la projection sur V
par rapport à cette décomposition. PourX ∈ R˜, X =X′ +X′,X′ ∈
j, on pose J˜X = prV (i(X′ −X′)).
Il n’est alors pas difficile de vérifier l’équivalence des propriétés données
pour j et (R˜, J˜ ).
Nous continuons avec la preuve du Lemme 2.2 en suivant les idées de
[13].
Démonstration du Lemme 2.2. – Soit e l’élément neutre de G,
pi :G→G/H
la projection canonique, 0 := pi(e) et
dpie :TeG⊗C= g⊗C→ T0M ⊗C
la différentielle prolongée naturellement aux complexifiés.
(a) Etant donné j⊂ g⊗C avec les propriétés indiquées, on définit
Q0 := dpie(j).
Le noyau h⊗C de dpie étant inclus dans j, on a j= (dpie)−1(Q0). Pour
g ∈G on pose Qpi(g) = dλg(Q0). Pour h ∈H et a ∈G, on a
λhpi(a)= h · aH = hah−1hH = hah−1H = pi(inth a)
où inth :G→G est donné par inth(a)= hah−1. Comme Adh = d(inth)e,
on obtient :
dλh ◦ dpie = dpie ◦Adh, pour tout h ∈H,(∗)
ce qui montre grâce à (ii) que Qpi(g) est bien défini. Par construction, Q
est un sous-fibré complexe de TM ⊗ C vérifiant (3). La propriété (2)
découle immédiatement de (i) : j∩ j= h⊗C.
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(b) Réciproquement, étant donné Q ⊂ TM ⊗ C avec les propriétés
indiquées, on définit j = (dpie)−1(Q0) ⊂ g ⊗ C. L’espace j est alors un
sous-espace vectoriel complexe de g ⊗ C et les propriétés (i) et (ii)
découlent immédiatement de (2) et (3) en utilisant (*).
Il reste à démontrer que l’involutivité de Q correspond au fait que j est
une sous-algèbre. On définit le sous-fibré Q˜ de TG⊗C par Q˜g = dlg(j),
où lg est la multiplication à gauche par g ∈G et dlg sa différentielle en e
prolongée naturellement à g⊗C. Il en résulte
λg ◦ pi = pi ◦ lg
et
Q˜e = j= (dpie)−1(Q0)
et alors Q˜ = (dpi)−1(Q). Soit P(G) l’ensemble des champs de vec-
teurs X ∈ Γ (G,TG ⊗ C) projetables, c’est-à-dire tels qu’il existe Y ∈
Γ (M,TM ⊗ C) avec dpi(X(g)) = Y (pi(g)) pour tout g ∈ G. L’appli-
cation dpi :P(G)→ Γ (M,TM ⊗ C) est surjective, car il existe une
connexion dans le fibré principal G→G/H . Puisque le fibré Q˜ est sa-
turé (c’est-à-dire (dpi)−1(dpiQ˜)= Q˜), l’application
dpi :P(G)∩ Γ (G, Q˜)→ Γ (M,Q)
est surjective. On pose P(Q˜)= P(G)∩ Γ (G, Q˜). L’ensemble P(G) est
une sous-algèbre de Lie de Γ (G,TG⊗C) et dpi :P(G)→ Γ (M,TM⊗
C) est un homomorphisme d’algèbres de Lie (voir [9]). Soit Φ la
projection
TG⊗C→ (TG⊗C)/Q˜.
On définit une application linéaire
α : Q˜× Q˜→ (T G⊗C)/Q˜
comme suit : pour a, b ∈ Q˜g , choisissons X,Y ∈ Γ (G, Q˜) avecX(g)= a
et Y (g)= b, et posons
α(a, b)=Φ([X,Y ](g)).
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Soient X1, . . . ,Xm ∈ Γ (G, Q˜) tels que (X1(g), . . . ,Xm(g)) soit une
base de Q˜g et X =∑mi=1 fiXi , Y =∑mj=1 hjXj , où fi, hj ∈ C∞(G). On
a alors
[X,Y ] =
n∑
i,j=1
fiXi(hj )Xj − hjXj(fi)Xi + fihj [Xi,Xj ].
Ceci montre que Φ([X,Y ](g)) ne dépend que des valeurs fi(g)hj(g),
16 i, j 6 n, et donc que α : Q˜× Q˜→ (TG⊗C)/Q˜ est bien définie.
L’application α est invariante à gauche : si a = dlg(ae) et b= dlg(be),
alors α(a, b) = α(ae, be). Donc α = 0 si et seulement si α = 0 sur
Q˜e × Q˜e, c’est-à-dire si Q˜e = j est une algèbre de Lie. D’autre part, on a
α(X,Y )= 0 pour tous X,Y ∈ P(Q˜) si et seulement si Q est involutif.
Pour terminer la preuve, il reste à montrer que les champs de vecteurs
de P(Q˜) engendrent l’espace vectoriel Q˜g en tout point. Soit g ∈ G et
v ∈ Q˜g . On choisit un champ de vecteurs ξ ∈ Γ (M,Q) avec ξ(pi(g))=
dpig(v) et un champ de vecteurs X ∈ P(Q˜) avec dpi(X) = ξ . Alors
dpig(X(g)) = ξ(pi(g)) donc X(g) − v ∈ Kerdpig = TgH × C ⊂ Q˜g .
On construit un champ de vecteurs Y invariant à gauche sur G tel
que Y (g) = X(g) − v. On a alors Y ∈ Γ (G, Q˜) et dpi(Y ) = 0, donc
X− Y ∈ P(Q˜). 2
Remarque 2.1. – (1) On a démontré le résultat plus général : soit Q un
sous-fibré complexe G-invariant de TM ⊗C et j= (dpie)−1(Q0), alors j
est une sous-algèbre de Lie complexe de g⊗C si et seulement si Q est
involutif.
(2) Dans le cas particulier où X = GC/L est une variété complexe
homogène, G est une forme réelle de GC et la variété CR homogène
M := G/G∩L est la G-orbite de L ∈ GC/L avec la structure CR
induite, un calcul élémentaire montre que l’algèbre de Lie complexe
correspondante à la structure CR est isomorphe au conjugué complexe
l de l’algèbre l de L.
Soit (M = G/H,Q) une variété CR homogène avec algèbre corres-
pondante j⊂ g⊗C. Soit E =Q⊕Q le sous-fibré complexe de TM⊗C
engendré parQ et Q¯. Le rang complexe deE est égal à 2k et le fibréE est
encore invariant, c’est-à-dire dλg(Em)=Eλg(m) pour tout g ∈G,m ∈M .
Considérons le sous-ensemble E˜ de TM⊗C engendré par toutes les sec-
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tions de la forme [X1, [X2, . . . , [Xr−1,Xr]]], où X1, . . .Xr ∈ Γ (M,E).
L’homogénéité assure que E˜ est un sous-fibré complexe invariant de
TM ⊗C avec E˜ = E˜.
LEMME 2.4. – Soit j˜ la plus petite sous-algèbre complexe de g ⊗ C
contenant le sous-espace j + j¯. L’algèbre de Lie j˜ a les propriétés
suivantes :
(a) Adh(˜j)= j˜ pour tout h ∈H ;
(b) (dpie)−1(E˜0)= j˜ ;
(c) dimC j˜− dimC(j+ j¯)= rangCE˜ − 2k.
Démonstration. – L’algèbre j˜ est engendrée par les crochets d’éléments
de j et j. Pour montrer que Adh(˜j) = j˜, il suffit de montrer que pour
g⊗ λ,g′ ⊗ λ′ ∈ j, on a
Adh
[
g⊗ λ,g′ ⊗ λ′] ∈ j˜.
Or
Adh
[
g⊗ λ,g′ ⊗ λ′]= [Adh(g⊗ λ),Adh(g′ ⊗ λ′)] ∈ [j, j] ⊂ j˜,
puisque j et j satisfont à la propriété (ii) du Lemme 2.2.
Montrons maintenant que j˜ = (dpie)−1(E˜0). On a j = (dpie)−1(Q0),
donc j= (dpie)−1(Q0) et
j+ j= (dpie)−1(Q0 +Q0 )= (dpie)−1(E0)⊂ (dpie)−1( E˜0 ).
Le fibré E˜ ⊂ TM⊗C est involutif par construction. D’après la remarque
suivant la démonstration du Lemme 2.2, (dpie)−1(E˜0) est une sous-
algèbre complexe de g⊗C ce qui montre j˜⊂ (dpie)−1(E˜0).
Réciproquement, posons E′0 = dpie(˜j). Il est clair que Q0 ⊕Q0 ⊂ E′0.
De même que dans la démonstration du Lemme 2.2, on construit un
sous-fibré invariant E′ de TM ⊗ C dont Q ⊕Q est un sous-fibré. Par
conséquent, E˜ est un sous-fibré de E′. Il s’ensuit, en prenant la fibre en
0 : E˜0 ⊂E′0 = dpie(˜j). Alors (dpie)−1(E˜0)⊂ j˜. 2
Nous rappelons maintenant quelques résultats concernant l’extension
des fonctions CR.
DÉFINITION 2.2 (Greenfield [5]). – On appelle exdim(M) := rangCE˜
− 2k la dimension d’excès de la variété CR (M =G/H,Q).
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Soit X une variété complexe avec dimCX =m+ k et J :TX→ T X
sa structure complexe. Soit M une sous-variété réelle lisse plongée dans
X telle que dimR(TpM ∩ Jp(TpM)) ne dépende pas de p ∈ M . Alors
(R = TM ∩ J (TM),J |R) est une structure CR sur M appelée structure
CR induite parX surM . On suppose de plus que dimRM =m+2k et que
R est de rang 2k, c’est-à-dire (M,R = TM∩J (TM),J|R) est une variété
CR de type (m+ 2k, k). Pour tout p de M , TpM + Jp(TpM)= TpX. La
variété M est appelée sous-variété CR génératrice de X.
Pour tout p deM , il existe un système de coordonnées locales (z,w)∈
Cm × Ck avec origine en p tel que M soit définie au voisinage de p
par l’équation x = h(w,y), où z = x + iy ∈ Cm, w ∈ Ck, h est une
fonction régulière au voisinage de zéro dans Ck ×Rm à valeurs dans Rm,
h(0,0)= 0 et dh(0,0)= 0. On note
W(U,C)= {(z,w) ∈U | x − h(w,y) ∈C},
où U est un voisinage de zéro dans Cm+k et C est un cône ouvert convexe
dans Rm.
DÉFINITION 2.3. – Soit p ∈M . La variété M est dite W-extensible en
p s’il existe un système de coordonnées locales (z,w) ∈ Cm × Ck avec
origine en p, un voisinage U et un cône C comme ci-dessus tels que toute
fonction CR continue f sur M s’étende en une fonction F continue sur
W(U,C) et holomorphe sur W(U,C).
DÉFINITION 2.4. – Soit p ∈ M . La variété M est dite minimale en
p s’il n’existe pas de sous-variété CR N de M contenant p de type
(dimN,k) avec dimN < dimM .
A.E. Tumanov a démontré le résultat suivant :
THÉORÈME 2.1 ([17]). – Si la variété M est minimale en p, alors elle
est W-extensible en p.
DÉFINITION 2.5. – La variété M est dite de type fini s en p si TpM
est engendré par des vecteurs de la forme [X1, [X2, . . . , [Xr−1,Xr ]]](p),
où r 6 s, X1, . . . ,Xr ∈ Γ (M,R = TM ∩ J (TM)) et s est le plus petit
entier avec cette propriété.
Il découle immédiatement des définitions que si M est de type fini en
p, elle est minimale en p. Donc :
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COROLLAIRE 2.1 ([17]). – Si M est de type fini en p, alors M est
W-extensible en p.
LEMME 2.5. – Soit M une sous-variété CR génératrice compacte de
type (n, k) d’une variété complexe X de dimension n− k. On suppose de
plus que la variété M est CR homogène pour cette structure induite par
X. Si exdimM = n − 2k, c’est-à-dire que exdimM est maximal, alors
l’ensemble M̂ défini par
M̂ = {p ∈X | ∀f ∈O(X), ∣∣f (p)∣∣6max
M
|f |}
est d’intérieur Ω non-vide et M ⊂Ω .
Démonstration. – L’hypothèse exdimM = n− 2k implique que M est
de type fini en tout point p ∈ M . D’après le corollaire précédent, M
est W-extensible en p. Soit W(U,C) un ouvert satisfaisant à la W-
extensibilité en p et soit q ∈ W(U,C). Supposons q /∈ M̂ . Il existe
f ∈O(X) telle que |f (q)|>maxM |f |. La fonction g définie par
g(z)= 1
f (z)− f (q)
est holomorphe dans un voisinage de M et en particulier CR sur M .
Or, elle ne se prolonge pas en une fonction continue sur W(U,C) et
holomorphe sur W(U,C). Cette contradiction implique que W(U,C)⊂
M̂ et que l’intérieur Ω de M est non vide. De plus, p ∈W(U,C) et alors
p ∈Ω . Ceci étant vrai pour tout p de M , nous avons M ⊂Ω . 2
3. Enveloppes holomorphiquement convexes dans des variétés
homogènes sous l’action d’un groupe de Lie semi-simple
Soit S un groupe de Lie connexe complexe semi-simple. Soit s son
algèbre de Lie et n sa dimension complexe. Soit D un sous-groupe de
Cartan de S, c’est-à-dire un sous-groupe maximal abélien tel que pour
tout g ∈D, Adg : s→ s soit diagonalisable. Alors D est un sous-groupe
fermé de S isomorphe à (C∗)d . Nous considérons dans la suite la variété
homogène X = S/D. Les groupes S et D étant des groupes complexes
réductifs, un théorème de Y. Matsushima affirme que X est une variété
homogène de Stein (voir [12]).
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Soit K un sous-groupe maximal compact de S et k son algèbre de Lie,
qui est une forme réelle de l’algèbre s.
Le groupe K agit sur la variété complexe X par multiplication à
gauche. On se propose d’étudier les enveloppes holomorphiquement
convexes K̂(x) des orbites K(x), x ∈X :
K̂(x)= {y ∈X | ∀f ∈O(X), ∣∣f (y)∣∣6max
K(x)
|f |}.
L’action de K sur X étant holomorphe, K̂(x) est K-invariant.
Pour x = gD ∈ X, notons IsoS(x) = {s ∈ S | s(x) = x} et I (x) =
{k ∈ K | k(x) = x}. Alors IsoS(x) = gDg−1 et I (x) = K ∩ gDg−1. Le
groupe I (x) est donc un sous-groupe compact abélien de S. Pour un sous-
ensemble E de S et s ∈ S, on notera dorénavant : Es = sEs−1.
PROPOSITION 3.1. – Soit x = gD ∈ X. L’orbite K(x) = M = K/
I (x) munie de la structure CR Q induite par X est une sous-variété CR
homogène compacte génératrice de X avec
n− d 6 dimRK(x)6 n.
Si j désigne la sous-algèbre de Lie complexe de k ⊗ C correspondant
à cette structure CR donnée par le Lemme 2.2, alors son conjugué
complexe j est isomorphe à l’algèbre de Lie de IsoS(x)=Dg .
Démonstration. – La première partie de la proposition est évidente.
La deuxième partie est une conséquence de la Remarque 2.1(2). 2
3.1. Orbites totalement réelles
Soit TD le sous-groupe maximal compact de D : TD est un tore
isomorphe à (S1)d . Les sous-groupes maximaux compacts de S sont les
conjugués de K . Donc il existe g0 ∈ S tel que TD ⊂ Kg−10 , c’est-à-dire
Tg0D ⊂K . Soit 0= g0D. Alors Kg
−1
0 ∩D est un sous-groupe compact de
D contenant TD , qui est donc égal à TD. Par conséquent K ∩Dg0 =Tg0D .
Comme K(0) est isomorphe à K/(K ∩ Dg0), c’est une sous-variété
génératrice deX de dimension n−d . Par conséquent K(0) est totalement
réelle.
PROPOSITION 3.2. – La variété K(0) est la seule K-orbite totalement
réelle dans X. Elle est holomorphiquement convexe.
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Démonstration. – Dg0 est un sous-groupe de Cartan de S. Considérons
la variété complexe Xg0 = S/Dg0 . X et Xg0 sont biholomorphes par :
X → Xg0,
gD 7→ gg−10 Dg0,
qui applique de plus K-orbite de X sur K-orbite de Xg0 . On se ramène
ainsi au cas où le sous-groupe maximal compact TD deD est inclus dans
K . Le tore TD est alors un tore maximal de K et l’on a TD = K ∩ D.
Dans cette situation, il est montré dans [2] que la K-orbite de eD est la
seule orbite totalement réelle. On utilise ensuite le fait que l’enveloppe
holomorphiquement convexe d’un compact dans une variété de Stein
est égale à l’enveloppe par rapport aux fonctions plurisousharmoniques.
Or, toujours d’après [2], si ϕ est une fonction K-invariante strictement
plurisousharmonique sur X, alors ϕ a des points critiques, ces points
critiques sont des minimums et sont tous dans K(0). Par K-invariance,
K(0) est l’ensemble où ϕ prend son minimum, donc est holomorphique-
ment convexe. 2
3.2. Sous-groupes de Cartan des groupes de Lie complexes
semi-simples et orbites de dimension maximales
Dans ce paragraphe nous donnons des résultats concernant les sous-
groupes de Cartan d’un groupe de Lie semi-simple et étudions les K-
orbites de dimension maximale.
LEMME 3.1. – SoitG un groupe de Lie connexe complexe semi-simple
et H ⊂G un sous-groupe de Lie connexe réductif. On suppose que
G= ⋃
g∈G
gHg−1.
Alors G=H .
Démonstration. – Par hypothèse H contient un élément régulier semi-
simple de G. Alors G et H ont le même rang. Soit g ∈ G un élément
régulier unipotent de G. On peut choisir g ∈H . Soient Zg and Zg,H les
centralisateurs de g dans G et H . On a dimCZg = r = rangG= rangH
et dimCZg,H = r , puisque G et H ont le même rang. Pour un exposé
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détaillé des propriétés des éléments réguliers nous citons le livre de
R. Steinberg [16].
Supposons que h$ g. En utilisant le fait queH est réductif et connexe,
on décompose le (AdH)-module g en composantes irréductibles et on
obtient
g= h⊕m avec m 6= 0.
Or, g ∈ H étant un élément unipotent de G, il existe au moins un
vecteur non-trivial dans m qui est stable par Adg. Ce vecteur appartient à
l’algèbre de Lie de Zg . Il s’ensuit que dimCZg > dimCZg,H + 1> r+ 1.
Cette contradiction termine la démonstration. 2
PROPOSITION 3.3. – Soient G un groupe de Lie complexe connexe
semi-simple, H ⊂G un sous-groupe complexe algébrique connexe et K
un sous-groupe maximal compact de G. Soit A=⋃k∈K kHk−1. Alors :
(a) L’ensemble A⊂G est fermé.
(b) Si H est réductif et H $G, on a A$G.
Démonstration. – (a) Si xi = kihik−1i ∈ A converge vers x ∈ G, on
peut supposer que ki→ k ∈K et par conséquent hi = k−1i xiki→ k−1xk.
Puisque H est fermé, il s’ensuit que h := k−1xk ∈H et x = khk−1 ∈A.
(b) Conséquence du lemme précédent. 2
LEMME 3.2. – Soient G un groupe de Lie complexe semi-simple, K
un sous-groupe maximal compact fixé de G, g resp. k les algèbres de
Lie correspondantes et τ :g→ g l’involution de g donnée par la forme
réelle k (g = k ⊗ C, τ (k ⊗ λ) = k ⊗ λ). Soient D un sous-groupe de
Cartan de G et d son algèbre de Lie. On suppose que τ(d) = d. Soient
G1, . . . ,GN $ G les sous-groupes complexes connexes τ -stables de G,
qui contiennent D. On a :
(i) L’ensemble
B := ⋃
k∈K, i=1,...,N
kGik
−1
est fermé et G \B est ouvert et dense dans G.
(ii) Soit g ∈ G \ B un élément semi-simple, H un sous-groupe de
Cartan de G contenant g et h l’algèbre de Lie de H . Alors, on
a h ∩ τ(h)= 0 et l’algèbre de Lie l engendrée par le sous-espace
h+ τ(h) est égale à g.
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Démonstration. – (i) La démonstration du Lemme 3.1 montre que
B ne contient aucun élément unipotent régulier de G. La proposition
précédente implique que B est fermé et alors queG\B est ouvert et non-
vide. Pour montrer que G \ B est dense dans G, il suffit de montrer que
pour i ∈ {1, . . . ,N}, l’ensemble fermé Bi :=⋃k∈K kGik−1 est d’intérieur
vide. Soit Ki :=K ∩Gi . La τ -invariance de Gi implique que Ki est un
sous-groupe maximal compact et donc une forme réelle de Gi .
On considère maintenant l’action φ de Ki sur K ×Gi :
φ
(
l, (k, g)
) := (kl−1, lgl−1), l ∈Ki, k ∈K,g ∈Gi.
Le quotient de K ×Gi par l’action φ de Ki est noté K×KiGi =:W . La
projection sur le premier facteur de K × Gi réalise W comme fibré à
fibre Gi et à base K/Ki . On remarque maintenant que l’ensemble Bi est
l’image de K ×Gi par l’application (k, g)→ kgk−1, qui se factorise par
la variété W . La dimension réelle de W satisfait à l’inégalité
dimRW = dimRK + dimRKi < 2 dimRK = dimRG,
ce qui montre que l’intérieur de Bi est vide.
(ii) Supposons que l $ g. Par construction l est τ -stable et contient
donc une sous-algèbre de Cartan τ -stable d1. Il existe un élément k ∈K
tel que Ad(k)(d)= d1 ⊂ l (*).
Soit L ⊂ G le sous-groupe connexe correspondant à l. Nous avons
D ⊂ k−1Lk par (*). Il existe alors i ∈ {1, . . . ,N} tel que k−1Lk = Gi .
Mais H ⊂ L implique que g ∈ L et, de plus, g ∈ kGik−1, ce qui est
contraire à g ∈G \B . 2
COROLLAIRE 3.1. – Soit K un sous-groupe maximal compact fixé
d’un groupe de Lie complexe semi-simple G, g resp. k les algèbres de Lie
correspondantes et τ :g→ g l’involution de g donnée par la forme réelle
k. Les sous-groupes de Cartan deG étant conjugués deux à deux, ils sont
paramétrés par la variété X = G/D, où D désigne un sous-groupe de
Cartan fixé. Alors l’ensemble U ⊂ X constitué des sous-groupes D′ de
Cartan de G avec algèbre de Lie d′ ayant la propriété que d′ ∩ τ(d′)= 0
et que l’algèbre de Lie engendrée par d′ ⊕ τ(d′) coïncide avec g, est un
ouvert dense de X.
COROLLAIRE 3.2. – Soit V ⊂ X = S/D l’ensemble x ∈ X tels que
dimRK(x) = dimRK/I (x) = dimRK = n, c’est-à-dire tel que I (x) est
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un groupe abélien fini. Alors V est un ouvert dense de X contenant
l’ensemble U du Corollaire 3.1.
Soit maintenant un point x = gD, x ∈ U ⊂ V ⊂ X. En particulier
nous avons dimRK(x) = n. La variété K(x) = K/I (x) est donc une
sous-variété CR homogène génératrice de X de type (n, d). L’algèbre
j désigne la sous-algèbre complexe de k⊗C correspondante donnée par
le Lemme 2.2. Nous avons j ∩ j= 0 d’après les Corollaires 3.1, 3.2 et la
Proposition 3.1. (On rappelle que j est l’algèbre de Lie de Dg.)
PROPOSITION 3.4. – Soit x ∈U. Alors exdim(K/I (x))= n− 2d .
Démonstration. – Nous avons exdimM = dimC j˜ − dimC(j ⊕ j) =
dimC g− dimC(j⊕ j)= n− 2d . 2
COROLLAIRE 3.3. – Pour x ∈ U , l’enveloppe holomorphiquement
convexe K̂(x) est d’intérieur Ω(x) non-vide et K(x)⊂ ∂Ω(x).
Démonstration. – D’après le Lemme 2.5, Ω(x) est non vide et on a
K(x) ⊂ Ω(x). Comme K̂(x) est K-invariant, son intérieur Ω(x) l’est
aussi. Si K(x) ∩Ω(x) était non vide, l’orbite K(x) serait incluse dans
Ω(x), donc, d’après le principe du maximum,
∀f non-constante dans O(X), max
K(x)
|f |<max
Ω(x)
|f |6max
K̂(x)
|f |,
ce qui donne une contradiction. Donc K(x)⊂ ∂Ω(x). 2
COROLLAIRE 3.4. – Pour x ∈ U , l’intérieur Ω(x) de K̂(x) est un
domaine de Stein contenant K(0), la seule orbite totalement réelle de
X.
Démonstration. – Soit Ω0 une composante connexe de Ω . Si Ω0
n’était pas de Stein, il existerait un point x ∈ ∂Ω0 et un voisinage ouvert
U ⊂ X de x, tel que toute fonction holomorphe sur Ω0 se prolonge sur
Ω0 ∪U . Soit y ∈U \ K̂(x). Pour toute fonction holomorphe f sur X, on
a alors |f (y)|6 |f |Ω0 6 |f |K̂(x). Cela donne une contradiction, puisque
y /∈ K̂(x).
D’après [2], tout domaine de Stein K-invariant de X contient K(0).
Or, chaque composante connexe de Ω(x) est de Stein, ce qui montre la
connexité de Ω(x). 2
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3.3. Enveloppes d’intérieur vide
On considère maintenant le cas d’une orbite K(x), x ∈X \U .
PROPOSITION 3.5. – Soit x ∈ X \ U . Alors l’enveloppe K̂(x) est
d’intérieur vide et contient l’orbite totalement réelle K(0).
Démonstration. – Nous traitons d’abord le cas d’un point x = gD ∈X,
tel que dimR(K ∩Dg)> 1, c’est-à-dire x ∈X \ V . Soit j la sous-algèbre
complexe de s correspondant à la structure CR invariante sur K(x)=K/
(K ∩ Dg) et j˜ la plus petite sous-algèbre complexe de k⊗ C contenant
j + j. On a j˜ = j˜, donc j˜ = (˜j ∩ k) ⊗ C. Soit J˜ le sous-groupe connexe
complexe associé à j˜. Alors J˜ = FC, où F est le sous-groupe fermé de K
dont l’algèbre de Lie est j˜∩k. Par conséquent, J˜ est un sous-groupe fermé
réductif de S. Donc S/J˜ est une variété complexe de Stein. En utilisant
la Proposition 3.1, l’hypothèse sur x entraine que j∩ j=: a est une sous-
algèbre (abélienne) réductive non-triviale de j et que j˜ ∩ k contient une
algèbre de Cartan compacte de k. Un calcul élémentaire utilisant l’identité
de Jacobi montre que a est une sous-algèbre normale de j˜. Alors j˜ est une
sous-algèbre propre de s et J˜ est un sous-groupe propre de S. Ceci montre
que la variété S/J˜ est de dimension strictement positive. Le groupe Dg
est un sous-groupe de J˜ . Soit
p :Xg = S/Dg→ S/J˜
la fibration induite et soit x˜ = p(x). Alors K(x˜) = K/(K ∩ J˜ ) est
l’unique orbite totalement réelle de S/J˜ =KC/(K ∩ J˜ )C (voir [2]).
Par conséquent,
K̂(x)⊂ p−1( K̂(x˜) )
est d’intérieur vide.
Ecrivons maintenant {x} comme intersection décroissante de compacts
Vj d’intérieur non vide : {x} = ⋂j>0Vj . Alors K(x) = ⋂j>0KVj .
L’intersection étant décroissante, on montre facilement que
K̂(x)= ⋂
j>0
K̂Vj .
D’après la Proposition 3.1, l’ensemble des points ayant une orbite dont
l’enveloppe est de dimension maximale est dense dans X. Alors chaque
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compact Vj contient au moins un de ces points, disons xj . D’après le
Corollaire 3.4, K̂(xj ) contient K(0). Par conséquent, K(0)⊂ K̂(x).
Supposons maintenant que x = gD ∈ V \ U . Soit encore j la sous-
algèbre complexe de s correspondant à la structure CR invariante sur
K(x)=K/(K ∩Dg) et j˜ la plus petite sous-algèbre complexe de k⊗C
contenant j+ j. Par hypothèse j˜$ g et on raisonne comme dans le premier
cas pour terminer la démonstration. 2
3.4. Enveloppes de dimension maximale
Notons pi :S→ S/D =X et p :S→K\S les fibrations canoniques.
LEMME 3.3. – Soit κ ⊂ X un compact holomorphiquement convexe
et κ˜ := pi−1(κ)⊂ S. Alors, pour tout compact η⊂ κ˜ ⊂ S, on a :
pi
(
ηˆO(S)
)⊂ κ.
Démonstration. – Pour tout x ∈X \ κ , il existe une fonction plurisous-
harmonique u sur X tel que u(x) > maxκ u. Le fait que u ◦ pi est
plurisousharmonique sur S démontre le lemme. 2
LEMME 3.4. – Soit κ ⊂ X = S/D un compact K-invariant holomor-
phiquement convexe et κ˜ := pi−1(κ) ⊂ S. Alors κ˜ est K-invariant à
gauche, c.a.d. p−1(p(κ˜))= κ˜ et pour deux points q1, q2 ∈ p(κ˜) on a :
p−1
(
Geod(q1, q2)
)⊂ ̂p−1{q1, q2} ⊂ κ˜,
où Geod(q1, q2) désigne l’unique segment géodésique joignant q1 et q2
dans K\S .
Démonstration. – L’espace homogène K\S muni d’une métrique rie-
mannienne S-invariante est une variété riemannienne globalement symé-
trique et pour deux points distincts il y a un segment géodésique unique
joignant ces points. (Voir [8]). Par [3], p. 1336, Prop. 3.9., nous avons
pour deux points q1, q2 ∈K\S :
p−1
(
Geod(q1, q2)
)⊂ ̂p−1{q1, q2}.
On applique le Lemme 3.3 à η := p−1({q1, q2}), avec q1, q2 ∈ p(κ˜), pour
terminer la démonstration. 2
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LEMME 3.5. – Soit B ⊂K\S un compact tel que pour l’intérieur Ω
de B on ait Ω = B . Soit
q ∈ (K\S) \B et κ := ̂(p−1(B ∪ {q})).
Alors pour l’intérieur Ω ′ de κ on a :
p−1(q)⊂Ω ′.
Démonstration. – D’après le lemme précédent, il est clair que p(κ)
contient tous les ensembles de la forme Geod(q, x), x ∈ B . Le lemme
est maintenant une conséquence de ([8], Ch. 1, Thm. 13.3). 2
On revient au cas où dimRK(x) = n, x ∈ U ; Ω(x) désigne toujours
l’intérieur de K̂(x).
THÉORÈME 3.1. – K̂(x)=Ω(x).
Démonstration. – Supposons qu’il existe y ∈ K̂(x) \ Ω(x). On a
K̂(y) ⊂ K̂(x). Soit κ˜ = pi−1(K̂(x)) ⊂ S. Soit B ⊂ pi−1(Ω(x)) ⊂ S
un compact K-invariant dont l’adhérence de l’intérieur est égale à B .
Soit y˜ ∈ pi−1(y). Alors l’ensemble B ′ := K(y˜) ∪ B est un compact
K-invariant de S. Le Lemme 3.5 implique que l’ensemble E := B̂ ′ a
la propriété que y˜ est contenu dans l’adhérence de son intérieur. Les
Lemmes 3.3 et 3.4 montrent maintenant que y ∈Ω(x). 2
Remarque 3.1. – (1) Dans le cas plus général où H est un sous-groupe
complexe fermé de S contenant un sous-groupe de Cartan et X := S/H ,
il est possible d’obtenir des résultats analogues au théorème principal.
(2) On se propose d’étudier dans un futur papier la structure analytique-
complexe des domaines Ω(x), x ∈U , en particulier les bords ∂Ω(x).
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